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Visualisierung der Singularwertzerlegung
(SVD) in R, R? und R?

Diana Estévez Schwarz

Zusammenfassung

Die Singuldrwertzerlegung (engl. singular value decomposition und da-
her kurz SVD) einer Matrix A ist eine Darstellung A = ULV mit UTU =1,
VTV = I und einer Diagonalmatrix ¥ mit nichtnegativen absteigenden Sin-
guldrwerten.

Da die SVD in den letzten Jahrzehnten zu einem der wichtigsten Werkzeuge
der Linearen Algebra geworden ist, wird sie zunehmend in Grundveranstal-
tungen an Hochschulen eingefiihrt und es existieren bereits viele Materialien
zur Visualisierung der Anwendungsmoglichkeiten und der Zerlegung selbst.

In diesem Beitrag wird als Ergénzung dazu dargestellt, wie mit einer Visua-
lisierung der drei Schritte

x> Vix 5 2vix 5 UZVIx = Ax

fiir ||x||2 = 1 und Matrizen aus R"*" fiir | < m,n < 3 einige Eigenschaften
verdeutlicht werden konnen.

Insbesondere werden AV = UZX, die absteigenden Siguldrwerte, rang(A),
||A||2 und cond,(A) veranschaulicht. Auch die Eindeutigkeit von X und die
Eigenschaft, dass weder U noch V eindeutig bestimmt sind, werden bildlich
erklart.
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Einleitung

Elementare Konzepte und Zusammenhinge in der Linearen Algebra werden iib-
licherweise in R? und R? visualisiert, auch wenn sie letztendlich im R”, C" oder
allgemeinen Vektorriumen definiert werden konnen. Bei fortgeschrittenen The-
men ist eine Visualisierung in R? und R? auch sehr hilfreich. Da geeignete Bilder
aber nicht immer leicht zu erstellen sind, wird oft darauf verzichtet und auf das
hoffentlich schon ausgeprigte Vorstellungsvermogen der Studierenden gesetzt.

Da durch die COVID-19-Pandemie viel Prasenzlehre durch online-Angebote er-
setzt werden muss, ist die Erkldrung mit Skizzen an der Tafel, Gesten und durch
Dialog mit Studierenden schwieriger geworden. Gute Visualisierungen und leich-
te Aufgaben, mit denen der Einstieg in den Stoff erleichtert werden, sind daher
um so wichtiger.

Die Singuldrwertzerlegung von Matrizen ist ein zentrales Werkzeug in der ange-
wandten Mathematik, seitdem effiziente numerische Methoden zur Berechnung
existieren. Ein Verstdndnis der Zerlegung kann aber auch ohne Kenntnis dieser
Algorithmen erlangt werden. Sehr schone einfithrende Erkldarungen findet man
beispielsweise in [2], [3] und [4]. In diesem Artikel werden ergénzend dazu Vi-
sualisierungen in R, R? und R3 betrachtet. Dabei werden insbesondere Einheits-
sphidren zur Erlduterung verwendet, da sie bei den Definitionen der Norm und
Kondition einer Matrix ohnehin eine wichtige Rolle spielen.

Aus didaktischen Griinden ist dieser Beitrag wie folgt aufgebaut:
* Grundlagen diagonaler Matrizen,
* Grundlagen orthogonaler Matrizen,

» Zerlegung von beliebigen reellen Matrizen in ein Produkt aus einer orthogo-
nalen Matrix, einer Diagonalmatrix und einer weiteren orthogonalen Matrix
(SVD); Eigenschaften dieser Zerlegung.

Diese visuelle Einfithrung hat zum Ziel, die Konzepte der Singuldrwertzerlegung
zu verdeutlichen. Die Zuordnungsaufgaben konnen insbesondere als Umfragen
mit den Studierenden besprochen werden. Auf die Anwendungen (z.B. Pseudoin-
verse, Losung nicht eindeutig 16sbaren Gleichungssystemen, Hauptkomponenten-
analyse) wird hier nicht eingegangen. Eine umfangreiche Darstellung der SVD
kann in [[1]] gefunden werden.



1 Diagonale Matrizen in R"*"

1.1 (Quadratische) Diagonalmatrizen

Unter dem Begriff Diagonalmatrix versteht man in der Linearen Algebra in der
Regel eine quadratische Matrix

d 0 ... 0
D— 0 d2 ER”XH,
T ()

bei der alle Elemente aullerhalb der Hauptdiagonalen Null sind.

Beschiftigt man sich erstmals mit Eigenschaften von allgemeinen quadratischen
Matrizen, so ist es sehr hilfreich, sich zunichst vorzustellen, was die Begriffe fiir
Diagonalmatrizen bedeuten.

* Regularitidt bedeutet, dass alle Diagonalemente ungleich O sind.

* Die Determinante einer Diagonalmatrix ist das Produkt der Diagonaleintra-
ge.

* Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix sind die Diagonaleintréige.

* Der Spektralradius ist der Betrag des betragsmifBig groflten Diagonalele-
ments.

* Die Norm ||D||, der Diagonalmatrix ist auch der Betrag des betragsmafig
grofften Diagonalelements.

« Die Inverse D~! einer reguliren Diagonalmatrix D ist die Diagonalmatrix,
die in der Diagonalen die Kehrwerte der urspriinglichen Diagonalmatrix
enthilt.

» Die Kondition cond »(A) = ||D||,||D™! ||2 einer reguldren Diagonalmatrix
ist der Betrag des betragsmifig groflten Diagonalelements geteilt durch den
Betrag des betragsméBig kleinsten Diagonalelements.

Betrachtet man nicht-quadratische Matrizen, so ist es auch hilfreich, zunéchst

die Eigenschaften von Matrizen zu verstehen, bei denen alle Elemente mit un-
terschiedlichen Zeilen- und Spaltenindex Null sind.
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1.2 Allgemeine Diagonale Matrizen

Definition 1. Sei y := min{m,n}. Dann sei fiir beliebige reelle Zahlen
dy, dy, ..., dy
die diagonale Matrix D € R™*" definiert als

d = di fiiri=j,
1 0 sonst,

bzw.
D =diag(d,ds,...,dy) € R™".

Fiir m < n bedeutet dies

d 0 ... 0 0 ... 0
p=|0 & . | e g
. 0
0 0 d, O 0
und fiirm > n
d 0 0
0 d
. S
D=1|o 0 d,| eR™".
0 ... 0
0O ... ... 0

Offensichtlich haben fiir beliebige m und n die Matrizen DT D € R"*" und DD' ¢
R™*™ reelle, nichtnegative Eigenwerte. Die p groBten Eigenwerte dieser beiden

quadratischen Matrizen
2 2
di, - .d;

stimmen tiberein und die restlichen Eigenwerte sind Null.
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1.3 Diagonale Matrizen mit nichtnegativen und absteigenden
Diagonalelementen

Definition 2. Fiir g := min{m,n} seien
0] >022>...0y > 0.

und
Y :=diag(01,0,,...,04) € R™".

Fiir X gilt:

* Die Matrizen 7Y € R™" und £X7 € R™ ™ haben reelle, nichtnegative Ei-
genwerte. Die y groften Eigenwerte dieser beiden quadratischen Matrizen

0'1220'222 ...oﬁ >0
stimmen iiberein und die restlichen Eigenwerte sind Null.

* Fiir alle induzierten Matrixnormen gilt:

|| Zx]]
I|IZ]|, := sup 2 — max |1Zx||, = o1.
w20 X[l ll=t

* Fiir die Kondition gilt:

max|, . —i ||Xx o
cond (A) = "2l HZxll o

minj, - [Zx],  ou

Zudem gilt fiir r := Rang(X) und Einheitsvektoren e;:
* Kern(X) = Spann(e,i1,er42,...,€n),

* Bild(X) = Spann(ey,ey,...,e).

1.4 Visualisierung

Firm =n =3 und

1 0 O
Y=10 06 O (1)
0 0 03

bilden wir durch Multiplikation alle Punkte der Einheitskugel auf ein Ellipsoid
ab und die Standardbasis auf die Hauptachsen. Da 01 > 0> > 03, ist die Halb-
achse in x-Richtung grofler gleich der Halbachse in y-Richtung gréer gleich der
Halbachse in z-Richtung, vgl. Abbildung I}
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{x:|lxllz =1}, e1. €2, &3 {Zx : [Ixllz = 1}, owe1, 028, 0323

15 -15 15 -15

Abbildung 1: Abbildung der Einheitskugel unter der Matrix X aus Gleichung (T)).

Aufgabe 1. Ordnen Sie die folgenden Aussagen den Bildern von Abbildungen 2|
und[3| zu:

* Bild A
1. Kern(X) = Spann(ey,e3) C R?
2. Kern(X) = Spann(e3) C R3 e BildB
3. Kern(X) = Spann(e;) C R?
4. Bild(X) = Spann(ey,e;) C R? * Bild C
: _ 2
5. Bild(¥X) = Spann(e;) C R . BildD
6.
r=(200 * BildE
7.
200

Tipp: Achten Sie auf die Skalierung der Achsen. Mehrfachnennungen sind mog-
lich.
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Bild A:

15 {x:|lxll: =1}, e1. €2 5 {Zx - lIxllz: = 1}, mey. o283
10 2 4
0.5 4 1
0.0 - 0 =
-0.5 1 -1 A
-1.0 -z
-1.5 T T T T T =3 T T T T T
-15% -10 -05 0.0 0.5 10 15 =3 -2 -1 }] 1 2 3
Bild B:
15 5 {Zx - lIxllz: = 1}, mey. o283
10 21
05 1 -
0.0 - 0
-0.5 -1 -
=1.0 1 -2
-1.5 T T T T T =3 T T T T T
-15% -10 -05 0.0 0.5 10 15 =3 -2 -1 }] 1 2 3
Bild C:
{x:|x|lz = 1}, e1. ez &3 {Zx - ||x]lz = 1}, o121, 0262, 0383

15 —15

Abbildung 2: Bilder A, B und C zu Aufgabe|I]
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Bild D:

{x:llxll =1} er ez &3 {Zx:|Ixllz = 1}, ouer. o282, 033

15 -15

Bild E:

{xclixllz =1}, er, 02, 03 {2x : |Ixllz = 1}, o1ey, gae2

Bild F:

{x:llxllz =1} er. €2, €3 {Zx :||xllz = 1}. 011

-2

Abbildung 3: Bilder D, E und F zu Aufgabe|[I]
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2 Orthogonale Matrizen

2.1 Definition und Eigenschaften

Definition 3. Eine Matrix Q € R™" ist orthogonal genau dann wenn QQT =I.

Die Definition bedeutet, dass die Spaltenvektoren ¢; € R" einer orthogonalen Ma-
trix
O=(q1 92 --- 4qn)
eine Orthonormalbasis sind und dies auch fiir die Zeilenvektoren gilt.
Lemma 1. Sei Q € R™" eine orthogonale Matrix. Dann gilt:

1. QT ist orthogonal,

2. ||0x]|, = ||x||, fiir alle x € R",
3@l =1,
4. ||QA||2 = ||Al|2 fiir alle A € = ||B||2 fiir alle B € RP*™,

5. Das Produkt von orthogonalen Matrizen ist orthogonal.
Beweis:
1. DaQQ” =1, folgt 0T = 07!, womit QT Q=07 '0=1.
2. Aus der Definition der Spektralnorm folgt:
10x|5 =x" Q" Ox =x"x = |x|5 VxeR™
3. Aus der letzten Eigenschaft erhalten wir:

1Q]l; = max [[Qx]|, = 1.

[lxll=1
4. Analog ergibt sich
QA2 = max [|QAx|2 = max, [Ax[l2 = [[All2

[lxll2=1 |x]l2=1

und fiir y = Ox
1BQI|2 = max, 1BQx2 = ohax. 1HBQQ yll2 = max, 1Byll2 = [[Bl[2-
2* Yil2 2*

5. Seien Q1,0 orthogonale Matrizen. Dann gilt
010:(0102)" = 010,07 0] =1.
g.e.d.
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2.2 Beispiele in R? und R?

Die Identitdtsmatrix ist die einfachste orthogonale Matrix. Wir betrachten weitere
wohlbekannte orthogonale Matrizen in R? und R3.

2.2.1 Permutationen

e InR?*:
01
1 0)°
e InR3:
010 0 01 1 00
1 0 0}, 01 0}, 0 01
0 01 1 00 010
2.2.2 Einfache Spiegelungen
 In R?:
-1 0 1 0
0 1)’ 0 -1
« InR3:
-1 0 0 1 0 O 1 0 O
0O 1 0], 0 -1 0], 01 O
0 01 0 0 1 0 0 —1

2.2.3 Drehungen

« Drehungen bzw. Rotationen in R? um einen Winkel o:
coso —sino
Ra — . .
(sm o cosa )
+ Drehungen bzw. Rotationen in R® um einen Winkel a:

— Um die x-Achse

1 0 0
R,=|0 cosax —sina
0 sinx cosa

14



{x:llxllz =1}, e1. ez, &5 {Rx = |Ixllz = 1}

Abbildung 4: Rotation der Einheitskugel um die x-Ache, d.h. fiir R = R%.
a

— Um die y-Achse

cose¢ 0 sino
y
Ry = 0 1 0
—sinax 0 cosa

— Um die z-Achse

cosox —sinoe O
Ry, = | sina cosa O
0 0 1

2.2.4 Kombinationen

Alle Kombinationen von Permutationen, Spiegelungen und Drehungen konnen
durch entsprechende orthogonale Matrizen beschrieben werden, so ist z.B. fiir
beliebige Winkel o, o, die Matrix

0 0 1 cosay —sinog O 1 0 O cosap O sinap
o=101 0 sinet; cosco; O 01 O 0 1 0
1 00 0 0 1 00 -1 —sinay 0 coson

auch orthogonal.
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{x:Ixll: =1}, er, €2, €z {@x: Ixll2 = 1}, q1. 92, g3

Abbildung 5: Einheitskugel (links) mit Standardbasis und Bild fiir eine orthogo-
nale Matrix Q (rechts) mit g; = Qey, ¢» = Qes, g3 = Qes. Die orthogonale Matrix
0T = 07! bildet wiederum das rechte Bild auf das linke ab, d.h. insbesondere
OTqi=e1,0"qp=¢7,0"q3 = ¢3.

3 Die Singularwertzerlegung

3.1 Definition und Eigenschaften

Definition 4. Sei A € R™*". Bezeichnen wir die ersten U iibereinstimmenden Ei-
genwerte von ATA € R™" und AAT € R™™ mit

und die letzten mit

U :=min{m,n}, v =max{m,n}, so heifen die 6; mit 1 < j < p Singuldrwerte
von A.

Fur symmetrische Matrizen sind die Singuldrwerte die Betrige der Eigenwerte.
Sind alle Eigenwerte einer symmetrischen Matrix nichtnegativ, so stimmen die
Eigenwerte und Singuldrwerte iiberein.
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ez lixllz = 1} W lIxllz = 1} {zv7x - [1xl: = 1}

{y=Ax: |Ix]l; = L, A=UZV"}

Abbildung 6: Einheitskugel (ganz links) mit Orthogonormalbasis v, v», v3, die
von VT auf die Standardbasis abgebildet wird, VTyi=er, VIvs=er, VT v3=¢5. In
der Mitte wird die Kugel auf ein Ellipsoid abgebildet, vgl. Abbildung [T} Ganz
rechts sehen wird das Bild des Ellipsoids mit den Vektoren Avi=01u;, Avo=0su»,

AV3=63L1,3.

Satz 1. (Existenzsatz der SVD [1)])

Sei A € R™" und p := min{m,n}. Dann existieren orthogonale Matrizen

UeR™™ yly=1ecR™™, VeR™, viy=1eR"™",

UTAV = diag(oc,03,...,0,) = £ € R™",
Fiir die Singulidrwertzerlegung
A=UzV"
mit den Singuldrwerten
01>20,>...20,>0=0py1=...= 0y,
mit u := min{m,n}, U = (uy,...,um), V= (v1,...,v,) heiBen
* o; Singulédrwerte,
* u; linke Singulédrvektoren,

* y; rechte Singuldrvektoren,

und es folgt aus dem Spaltenvergleich von AV = UX bzw. ATU = V¥:

T .
AV,':Giui, Aui:GiVi, lZl,...,‘LL.

17



Zudem sind folgende Eigenschaften leicht nachweisbar:

3.2

Rang(A) =,

Kern(A) = Spann(vy41,Vr42,.--,Vn)s
Bild(A) = Spann(uy,uy, ..., u),

die Spektralnorm erfiillt ||A||, = o7,

condy(A) = 2.

Ou

Uberlegungen zur Eindeutigkeit

Die Singuldrwerte einer Matrix sind eindeutig bestimmt, die orthogonalen Matri-
zen U und V miissen immer zueinander passen, sind aber nicht eindeutig.

Fiir eine ,,Matrix“ A = (a) € R'*! mit a > 0 existieren zwei Singulirwert-
zerlegungen

Selbst fiir eine Diagonalmatrix ¥ € R™*" mit nichtnegativen Eintragen ist
die SVD nicht eindeutig. De facto gilt fiir jede Matrix der Form

I' = diag(sgny,...,sgny,) € R™™  sgn; e {—1,1}

auch ¥ = I™X]". Somit gibt es auch fiir jede Matrix A = UZVT weitere
Singulidrwertzerlegungen A = (UI™)Z(I"VT).

Fiir eine Diagonalmatrix mit identischen Diagonalelementen 4 > 0, d.h.
D = d -1 fiir die Identitdtsmatrix /, existieren unendlich viele Singuldrwert-
zerlegungen, da fiir alle orthogonalen Matrizen Q gilt

D=d-1=(00")(d-1)=(Q)(d-1)(Q") = (Q)(D)(Q").

Matrizen mit zwei identischen Singulidrwerten haben unendlich viele Sin-
guldrwertzerlegungen. So sind z.B. fiir eine Singulidrwertzerlegung mit Ma-
trizen U,V € R? und jedes beliebige o € R

a 0 0 a 0 0
A=U|0 d 0|VI=WR) [0 d 0] (R V).
00 d 00 d

auch die rechten Ausdriicke Singuldrwertzerlegungen.

Numerische Verfahren liefern lediglich eine Singuldrwertzerlegung.

18



£ il = 13 vx:Ixllz = 1} {2V - Ixllz = 13 {y=Ax: ||x||]z = 1.4 = ULV}

Abbildung 7: Bilder zu vier unterschiedlichen Singuldrwertzerlegungen fiir eine
Matrix A € R3*3 mit Singulirwerten 6; = 2,0, = 03 = 1.
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3.3 Singulire und Rechteckige Matrizen

Aufgabe 2. Ordnen Sie die folgenden Aussagen den Bildern von Abbildungen 8]

Iu:
1
1 20
A=[-3 0 0
4 1 0
* Bild A
2,
-2
A= 1 * Bild B
3. N * Bild C
A‘(3 0 o)
* Bild D
0 2
A=[-3 0
~1 1

Tipp: Achten Sie auf die Dimensionen der Rdume.
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Bild A:

{xclxdlz = 13

{VTx - fIxlla = 1} {2vTx - |Ixll2 = 1} {y=Ax: ||x|la = 1, A=UzVT}

< 0 o0
=4
-1 -1
-2 -2
-3 T T T -3 T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 2 3
TV,
£ - Ixllz = 1} {VTx:|Ixllz = 1} {2v7x: Ixdlz = 1} {y=Ax: |Ix|lz= L A=UEVT}
100 100
075 075
050 050
0.25 025 S.' o
o
0.00 {e — 0.00 4o —- ) -
—0.25 -0.25
-0.50 -050
—0.75 -0.75
-Leo T T T T T -100 T T T T T
-1.0 —0.5 00 05 10 -1.0 -05 00 05 10
x [UE%N
1 Ixllz = 1} {2V - Ixllz = 1} {y=Ax: |Ix|lz = 1, A=UzV'}
100 100
0.75 075
050 0.50 3
z .
025 025 1% -
s 0> =
£ 000 2 0.00 -1 =
£ -2
-0.25 -0.25 =3
-050 -0.50
=-0.75 =0.75
-1.00 -1.00
i Ixll: = 1} VTx iz = 1} {2V Ixlz = 1} {y=Ax: ||x|lz = 1, A=UZV"}

v,

L ]

Abbildung 8: Bilder A, B, C, D zu Aufgabe |Z|
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3.4 Aufteilung und Approximation

AusA=UxVT folgtA Y G,u,v d.h., A ist darstellbar als gewichtete Summe
der Matrizen u,vl € R™" wobei die Singuldrwerte die entsprechenden Gewichte
sind:

A = UV = (uy,...,um)Z(v1,..., )7

T T
V1 m Y1
= (up,...,up)X ; Z L, 0,...,0)X ]
Vn iz ~ 1 VZ;
7(u1,...,um)
, i
= Z .,1;0;,0,. 70) ZMZGI Zczuz
i=1 VZZ"

Satz 2. (Approximationssatz [])
Sei A =UXVT die Singuliirwertzerlegung von A € R™". Sei

k <r=Rang(A)
und
k
Ap = Z G,’l/tivl-T.
i=1
Dann gilt

min A—B|,=||[A—-A = Op.q.
wamin_ 4Bl = A —Adl; = 0y

Beweis Aus UT AV = diag(oy,...,0},0,...,0) folgt Rang(A;) =k,
UT(A—Ay)V =diag(0,...,0,0441,...,04),

und somit ||A —Ag||, = Ox;. Offensichtlich gilt Rang(Ax) = k und ker (Ay) =
Spann(Vii1,...,vp).

Sei nun Rang(B) = k fuir eine Matrix B € R™*". Dann gibt es n — k orthonormale

Vektoren xi, ..., X, k, mit Kern(B) = Spann(xy,..., %, ).

Da (n—k)+ (k+1) = n+ 1, folgt aus Dimensionsgriinden zudem
Spann(xy,...,x,—;) NSpann(vy,...,viiq) # {0}.

Sei nun z € Spann(xy,...,x,—) NSpann(vy,...,viy1) # {0}, z# O und ||z||, = 1.

Da Bz =0,

2 T_|12 S T2 & T _\2 T &
P=[2l3=[Vz]; =Y. 072 = Y. (o) und [[zv7e||, = Zcz vi 2)*
i=1

i=1
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{y=Ax: ||| = 1, A =UIVT}

W Ixllz = 1} {2v7x - Ixlz = 1}

O il = 13

“ oo
Wy, 05 T

oo 05 0
W Ixllz = 1}

O il = 13

oo 05 0

B lidlz = 1}

Abbildung 9: Bilder zu A und den Approximationen A; und A, fiir eine Matrix
A € R¥*3 mit Singuldrwerten 01 = 3,0, = 2,03 = 1.

ergibt sich

2 2 2
lA=Bl; > [(A=B)zll; = lAz]>
z=0

lzll=1
T 112 T_112 T 20T \2
= |luve;=|zve; = Y 6?0 2)
i=1
5 k+1 _ 5 2
2 Gk-f—lZ(vi Z) :Gk—i—l:HA_AkHQ,
i=1

g.e.d.

Dieser Approximationssatz wird fiir Modellreduktionen und Datenkompression
eingesetzt. Eine schone Visualisierung fiir m,n >> 3 ist z.B. in 131, 4] zu finden.
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Anhang

Einige Grundlagen

Eigenvektoren und Eigenwerte von Matrizen

Sei A € R"™" eine beliebige, quadratische Matrix. Die Menge
0(A):={A €C:Ax = Ax,x #0}

ist das Spektrum von A. Jedes Element aus 6(A) heiit Eigenwert von A. Ist A €
G(A), so heiBt jeder Vektor x # 0 mit Ax = Ax Eigenvektor zum Eigenwert A.

Eine symmetrische Matrix A € R™*" hat nur reelle Eigenwerte und die Eigenvek-
toren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Norm und Kondition von Matrizen

Sei A € R™*" und ||.||gm bzw. ||.||g» Normen in R” bzw. R". Dann heif3t
[ Ax]| e
A == sup Tt = max || Ax]|gm
520 [[¥lre  lallea=1

die durch ||.||gs und ||.||gm induzierte Matrixnorm. Wegen der Kompaktheit der
Sphire {x € R" : ||x||g. = 1} und der Stetigkeit der Norm wird das Maximum tat-
sdchlich angenommen.

Sei A € R und ||.|| Norm in R™. Dann ist die Kondition von A

cond () = "= || Ax|
miny—y [|Ax]||”
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